
  

  

با  نیبا هدف کاهش زمان انتظار مسافر یآهن شهرراه یقطارها یزیربرنامه

  لاگرانژ یآزادساز یابتکار تمیالگور

  

  

 چکیده
حرکت قطارها در  یسازنهیاست که به یاعتماد در مناطق شهرو قابل منیونقل اسامانه حمل کی ،یآهن شهرامروزه راه

زمان  شی. افزاکندیم فایبهبود سطح خدمت و کاهش زمان انتظار ا ،یاتیعمل یهانهیدر کاهش هز ینقش اساس کیآن 

. در شودیم یلیونقل رحمل ستمیاستفاده از س تیمطلوب شکاه جهیموجب کاهش سطح خدمت و در نت نیانتظار مسافر

با هدف کاهش زمان کل  یلیدوخطه ر یرهایدر مس یآهن شهرراه یحرکت قطارها یبندمسئله زمان ق،یتحق نیا

 دیجد حیعددصح یخط یزیرمدل برنامه کیمنظور،  نیا یمدنظر قرار گرفته است. برا هاستگاهیدر ا نیانتظار مسافر

پژوهش حاضر در  یهایحرکت قطارها ارائه شده است. نوآور هیاول یبندزمان جهت زمان-شبکه مکان میمفاه بر یمبتن

 یتیظرف یهاتیحرکت قطارها با در نظر گرفتن نرخ ورود وابسته به زمان و تحت محدود یبندزمان توسعه مدل

 یکارا مبتن یروش حل ابتکار کیمسئله،  یمحاسبات یهایدگیچیاست. با توجه به پ یلیر رساختیقطار و ز تیناوگان، ظرف

 یهاشیبه کمک آزما یشنهادیروش پ و یساز نهیمدل به یلاگرانژ ارائه شده است. اعتبارسنج یآزادساز تمیبر الگور

که  دهدینشان م یتجرب جیتهران انجام شده است. نتا یآهن شهراز خطوط راه یاتیعمل یهاو بر اساس داده یعدد

 نیبوده که ا یقبولقابل یجواب مناسب و زمان محاسبات تیفیک یحل مسئله دارا کردیدر مسائل با ابعاد بزرگ، رو یحت

که با ثابت  دهدینشان م یمحاسبات جیاست. نتا یآهن شهرراه یقطارها یزیرآن در برنامه ییدهنده کاراموضوع نشان

با  یکه انطباق بهتر یبندبرنامه زمان توانیاعزام م یسرفاصله زمان رییداشتن تعداد دفعات اعزام قطارها و تنها با تغنگه

 .شودیم نیموجب کاهش زمان انتظار مسافر جهیکه در نتنمود  دیسفر دارد، تول یتقاضا یالگو
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 . مقدمه 1

ونقرل هره آهن شهری، ارائه خدمات مقررون هره صررفه و آارآمرد حملونقل عمومی، از جمله راههای حملیکی از وظایف اصلی سامانه

ونقل موجب افزایش زمان انتظار و سفر مسافران خواهرد شرد. های حملناآارآمدی سامانه .[Beirão and Cabral, 2007] آارهران است

 .[Canca et al., 2014]ظرفیتی و نیز تغییرات تقاضا است  هاییتمحدودآهن شهری، وجود ریزی در خطوط راهیکی از مشکلات هرنامه

 Visentini]شود مندی مسافرین میهای عملیاتی و آاهش سطح رضایتمشکلات موجب افت قاهلیت اطمینان، افزایش هزینهوجود این 

et al., 2013] .آهن شهری هه یک مسئله راه هایونقل عمومی، ههبود اثرهخشی عملیات در شرآتهای حملهه دلیل رقاهت هین انواع شیوه

 .[Kabasakal, Kutlar, and Sarikaya, 2013] و ضرورت اساسی تبدیل شده است

ناپذیری و طافشود آه این موضوع هاعث انعآهن شهری عمدتاً طی فرآیندهای سنتی انجام میریزی جدول زمانی قطارها در راههرنامه

یاهرد. از ریزی عملیاتی شده است. هدیهی است، رضایت مسافر ها آاهش سرفاصله )افزایش تواتر اعرزام  افرزایش میناآارآمدی در هرنامه

هنردی حرآرت زمان .[Wang et al., 2017] شودآهن میهای راههای عملیاتی شرآتطرفی آاهش سرفاصله زمانی موجب افزایش هزینه

آهن شهری، یک فرآیند پیچیده است. جهت مؤثر نمودن این فرآیند لازم است الگوهای متغیرر تقاضرای مسرافر، محردودیت قطارهای راه

تغییررات زمران . [Niu and Zhou, 2013]ای از مقررات و ملاحظات سیر و حرآت در نظر گرفتره شرود ناوگان در دسترس و مجموعه

شود. هر این اسراس، ونقل ریلی میانتظار در طول مسیر موجب آاهش سطح خدمات و در نتیجه آاهش مطلوهیت استفاده از سیستم حمل

سرازی مسرئله تمرآز این پرژوهش نیرز هرر مدل. [Kang et al., 2014]هه حداقل رساندن زمان انتظار مسافرین هسیار حائز اهمیت است 

حرداآرر  آهن شهری زیرزمینی در مسیرهای دوخطه ها توجه هره محردودیت انردازه ناوگران،هندی حرآت قطارهای راهریزی و زمانهرنامه

 ضای سفر واهسته هه زمان است.ها، ظرفیت قطار و تقاتعداد اعزام

 Wheat and] عمومی زمان انتظار متوسر  هررای مسرافران اسرت ونقلحملآیفیت ارائه خدمات  یریگاندازهیکی از معیارهای مهم 

Wardman, 2017] .ار، توجه تحقیقات را هه خرود جلرب آررده اسرت. از جملره مسائل مرهوط هه هرآورد و هه حداقل رساندن زمان انتظ

، آن را تراهعی از میرانگین و واریرانم زمران ونقرلحملتحقیقات اولیه در زمینه هرآورد و تقریب متوس  زمان انتظار مسافرین در سیستم 

ورد زمران انتظرار هرای هرآ ترییقدق  راهطه 2014ناصری و هرادران )امین. [Welding,1957] اندآوردهنقلیه هدست  یلوساهدوی حرآت 

همچنین هه منظور هررسی دقرت  هاآن. اندنمودهزمانی مستقل و واهسته ارائه  یهاسرفاصلهها  یهندزماندر یک ایستگاه اتوهوس در حالت 

 مسرئلهدسته دیگر تحقیقات، هه  .[Amin-Naseri and Baradaran, 2014] انددادهگسسته توسعه  سازییهشبرواه  پیشنهادی یک مدل 

. یک راه هسیار معمول جهت هه حداقل رسراندن متوسر  زمران اندپرداخته سازیینههه یهامدلزمان انتظار مسافرین هه آمک  سازیینهآم

 ونقرلحملمختلرف  یهاسرامانهاین نوع سیاسرت در زمانی ثاهت در جداول زمانی حرآت است.  یهاسرفاصلهانتظار مسافران استفاده از 

انتظار مسافرین  یهازمانهه حداقل شدن  لزوماً، هه دلیل سادگی و قاهلیت اجرایی شدن هالا هسیار مقبول است اگرچه آهنراهعمومی مانند 

هرالای  هایینرههزروزانه، هره دلیرل شهری، از تعداد محدودی قطار در طول یک دوره عملیات  آهنراه یهاشرآت. از طرفی، انجامدینم

. تحت شرای  تقاضای واهسته هه ایسرتگاه و رودینمنیز از سقف مشخصی فراتر  هااعزامو تعداد آل  آنندیمعملیاتی و نگهداری استفاده 

یت ظرفیرت قطرار و نیز زمان، هرنامه حرآت ها سرفاصله زمانی ثاهت ممکن است منجر هه افزایش زمان انتظار مسافرین هره دلیرل محردود

حرآت قطارها هرا هردف آراهش متوسر   یزیرهرنامهاز این رو، . [Hassannayebi et al. 2016] گردش نامناسب قطارها در مسیر شود

 قرار گرفته است.  موردمطالعهزمان انتظار مسافرین هطور خاص 

شود. در ایرن شررای ، هرروز یرک شهر تهران انجام میمیلیون سفر هطور روزانه در متروی  2، روزانه حدود 1395هر اساس آمار سال 

آهن شهری، موجب تاخیرات و افزایش زمان انتظار تعداد زیادی از مسرافرین خواهرد شرد. همچنرین تعرداد تغییرات تقاضای سفر در راه

ونقل ریلی شهری اسرت و حمل ریزی عملیاتهای ورودی مهم در مطالعات هرنامهمسافران سوار و پیاده شده در هر ایستگاه یکی از داده

هرای ورودی، توزیر  ریزی، هرر اسراس ایرن دادهشرود. در مرحلره هرنامرهدر حال حاضر این اطلاعات هرا مطالعرات ترافیکری تعیرین می

آهرن شرهری تهرران، شود. ها توجه هره شررای  گفتره شرده از راههای زمانی هرای روزهای مختلف هفته و تعطیلات محاسبه میسرفاصله

 توان در موارد زیر خلاصه نمود:ورت تحقیق حاضر را میضر

 آهن شهری ریزی راهمدت و هلندمدت هرنامهسازی اهداف آوتاههرآورده 



 آهن شهری ونقل راهوری عملیات حمللزوم ارتقای ههره 

 های عملیاتیجویی در زمان سفر مسافرین ها حفظ هزینهصرفه 

ههینه حرآت قطارها هرا توجره هره  یهندزمانپویای مسافرین هاید هه نحو مطلوهی مدیریت شود. شهری، جریان  آهنراه یهاسامانهدر 

 یهندزمانهندی جدید از مسئله راهکارهای ارتقاء سطح خدمت است. در این مقاله، یک فرمول ینمؤثرترظرفیتی، یکی از  هاییتمحدود

های این تحقیق شامل ارائه یک مدل جدیرد ارائه شده است. از جمله نوآوریآهن شهری ها فرض تقاضای سفر متغیر ها زمان قطارهای راه

آهن شهری و یک روش اهتکاری آارا مبتنی هر آزادسازی لاگرانژ و تجزیه توسرعه هندی قطارهای راهزمان هرای زمان-مبتنی هر شبکه مکان

 است.
 

 مرور تحقیقات گذشته. 2

های مدیریت آنترل آنلاین و مدل، سازی تصادفیههینه، ریزی اولیهتوان هه هرنامهآهن شهری را میراهریزی تحقیقات پیشین در زمینه هرنامه

 نرد شرد.هندی گفتره شرده، نقرد و هررسری خواهدر ادامه، این تحقیقات در قالب دسرته. [Yang et al., 2016b] هندی نموداختلال طبقه

آهرن خلاصره شرده اسرت. در راه 1 جردولشرهری در هندی قطارها مبتنی هر تقاضای سفر در خطوط ریلی درونهندی مقالات زماندسته

ای هسیار دشوار هوده های انتظار مسافرین هرای تعویض خ  و مسیر، مسئلهها هدف آمینه آردن زمان هندیشهری، طراحی یک هرنامه زمان

زمانی حرآت قطارها در هین خطوط مختلف هرا هردف   هه هم2008معروف است. در تحقیقی از وانگ و همکاران ) 1TTSP و هه مسئله

هنردی هرای مسرئله فروک آره یرک مسرئله زمان. [Wong et al., 2008] استآمینه آردن زمان جاهجایی و انتظار مسافرین پرداخته شده 

های سیر قطارها، زمان ریزی عددصحیح مختل  ارائه شده است. مدل پیشنهادی قادر است ها تنظیم زمانای است، یک مدل هرنامهغیردوره

های تعویضری هندی ههینه ها آمترین زمان انتظار مسافرین در ایسرتگاهاعزام و گردش در پایانه، یک هرنامه زمان ها، زمانتوقف در ایستگاه

 6آنگ، شامل آهن شهری هنگسازی اهتکاری هرای مسئله ارائه شده و آارایی آن روی نمونه مسائلی از راهتولید آند. یک روش حل ههینه

ای هرای تعیین سازی دومرحله  یک رویکرد ههینه2009اطعی، ارزیاهی شده است. در تحقیقی از آلبرت )های تقخ  و تعداد زیادی ایستگاه

قاضرا در حجم ترافیک ها در نظر گرفتن تغییررات ت. [Albrecht, 2009] آهن شهری ارائه شده استهندی ههینه در خطوط راههرنامه زمان

ونقل ریزی در یک شبکه حمل  مسئله هرنامه2010شود. شفاهی و خانی )مقصد نمایش داده می-طول روز، هه آمک یک ماتریم سفر مبدا

 .[Shafahi and Khani, 2010]انرد های تقراطعی، موردهررسری قررار دادهرا ها هدف هه حداقل رساندن زمان انتظار مسافرین در ایستگاه

ریزی، مقداری یکنواخت و ثاهت هاشد. ونقل معلوم هوده و فرض شده است آه در طول مدت زمان هرنامهسرفاصله زمانی در هر خ  حمل

ونقل شهری نیز هطرور ای حملهقبول است، هلکه در اآرر شبکهاین فرض نه تنها هرای یک دوره زمانی )هه عنوان مرال، ساعات اوج  قاهل

ریزی عددصحیح مختل  ارائه شده است آه در آن زمان اعزام وسایل آمیزی اجرا شده است. هرای این مسئله اهتدا، یک مدل هرنامهموفقیت

هه عنوان یک  های تقاطعی،شود. سپم این مدل ها توجه هه امکان توقف اضافی وسایل نقلیه در ایستگاهنقلیه در خطوط مختلف تعیین می

های موجود، هه اندازه آافی آوچرک هروده و ایرن مردل های پیشنهادی، در مقایسه ها مدلمتغیر جدید، تعمیم داده شده است. مقیاس مدل

حل شود. علاوه هر این، یک الگوریتم ژنتیک هرای حل  CPLEXافزار ها استفاده مستقیم از نرمهای آوچک و متوس  تواند هرای شبکهمی

ونقل شهر مشهد، آارایی این سازی رویکرد پیشنهادی در شبکه حملتر پیشنهاد شده است. نتایج حاصل از پیادههای هزرگسئله در شبکهم

 مدل را نشان داده است. 

آرت ای حرهنردی غیرردورهریزی عددصحیح غیرخطی هرای تهیه هرنامره زمان  یک مدل هرنامه2013ای از آانکا و همکاران )در مقاله

السیر مادریرد آهن شهری سری از شبکه راه C5قطارها ها در نظر گرفتن تقاضای مسافرین ارائه شده و هه عنوان مطالعه موردی روی خ  

ها تأآید شده است، رفتار تقاضای مسافرین در آنهایی از مسئله آه هه جنبه .[Canca et al., 2014]اسپانیا مورد ارزیاهی قرار گرفته است 

هندی است. در مدل ارائه شده، متغیرهای تصرمیم اصرلی شرامل تعیرین طول زمان، ظرفیت قطارها و معیارهای ارزیاهی آیفیت هرنامه زمان

ها، زمران توقرف قطارهرا در ههندی جهت هرآورده آرردن تقاضرا، زمران ورود و اعرزام قطارهرا در ایسرتگاتعداد قطارهای لازم هرای زمان

ها است. طول هر هلاک و حدود حداقل و حداآرر سرعت روی هرر هرلاک هره عنروان ها، توقف یا عدم توقف قطارها در ایستگاهایستگاه



ورودی مسئله فرض شده است. تاه  هدف اصلی، آمینه آردن متوس  زمان انتظار مسافرین در نظر گرفته شده اسرت. همچنرین ارزیراهی 

هندی هر اساس دو تاه  هدف متوس  تعداد قطارهای در حال انتظار و متوس  زمان انتظار مسافرین انجام شده است. این مسئله رنامه زمانه

داشتن پارامترهای ظرفیت آلری خر ، حرل شرده و جبهره ههینره پرارتوی مسرئله سازی دوهدفه هه روش تبدیل هه قید و ها ثاهت نگهههینه

هرای حرل ریزی عددصحیح و روشهای هرنامه  مدلa2014ای از هارنا و همکاران )نیز استخراج شده است. در مقاله سازی دوهدفهههینه

خطه ها در نظر گرفتن الگوی تقاضای پویای مسافرین و ها هدف آمینه آردن متوس  هندی قطارها در مسیرهای تکدقیق هرای مسئله زمان

مدل پیشنهادی قادر هه در نظر گرفتن انواع مختلفری از تواهر  تقاضرای . [Barrena et al., 2014a]زمان انتظار مسافرین، ارائه شده است 

هنردی قطارهرا، چهرار مردل   هرای مسرئله زمانb2014است. در تحقیق دیگری از هارنا و همکاران ) سفر مانند تواه  غیریکنوا و نامحدب

هرای خطی عددصحیح مختل  هوده و متغیرهرای صرفر و یرک آن زمانریزی عددصحیح ارائه شده است آه مدل اول، یک مدل غیرهرنامه

ریزی خطی عددصحیح مختل  هستند. هرای حرل مسرائل های ارائه شده، هرنامهسایر مدل .[Barrena et al., 2014b]اعزام قطارها است 

استفاده شده است. چند دسته نامساوی معتبر هرای هررش فضرای جرواب مسرئله در الگروریتم   2B&Cتحقیق از روش انشعاب و هرش )

آهن شهری شهر مادریرد اسرپانیا ارزیراهی راه 5Cانشعاب و هرش پیشنهاد شده است. الگوریتم ارائه شده روی نمونه مسائل واقعی از خ  

 Niu and] اندآهن شهری پیشنهاد آردهقطارها در مسیرهای تکخطه راه هندیسازی هرنامه زمان  یک مدل ههینه2013شده است. نیو و ژو )

Zhou, 2013] .ظرفیت ارائه شده است. در مردل ارائره شرده از  آردن آل زمان تأخیر مسافرین تحت محدودیتاین مدل هه منظور آمینه

های خودآار اخذ آرایه، استفاده شده اسرت. شده توس  سامانهآوریهای تقاضای سفر واهسته هه زمان و مکان )مبدأ و مقصد  و جم داده

های تحقیق مذآور است. هررای هندی تحت شرای  تقاضای مازاد، از جمله ویژگیها و زمانرها، واگندر نظر گرفتن محدودیت تعداد قطا

های متوالی قطارها مطراهق هرا استفاده شده است. استراتژی آلی این است آه زمان سرفاصله هین اعزام GAحل مسئله از الگوریتم ژنتیک 

 مسافرین حداقل گردد. های انتظار الگوی تقاضای سفر تنظیم شود تا زمان

آهرن های ترأخیر و مصررف انررژی در راهسرازی هزینره  یک مدل زنجیره مارآف هرای حداقل2014در تحقیقی از یین و همکاران )

  2015یادگیری استفاده شده اسرت. جمیلری و پورسریدآقایی )هوش مصنوعی مبتنی هر شهری ارائه شده است. هرای حل مسئله از روش 

اند. هرای حل مردل قطعیت تقاضا پیشنهاد آردهآهن شهری تحت عدمعبور در خطوط راه-توارسازی هرای الگوهای توقفیک رویکرد اس

سرازی   یک الگوریتم هرر اسراس روش هازپخرت شبیه2  یک الگوریتم مبتنی هر تجزیه و )1یپشنهادی، دو الگوریتم فرااهتکاری از جمله )

وتحلیل آهرن شرهری در ایرران موردمطالعره و تجزیرهد استوارسرازی روی یکری از خطروط راه  ارائه شده است. این رویکرر3SAشده )

محور هرای مدیریت جریان مسرافری –  یک مدل آنترلی ظرفیت 2016ژو و همکاران ). [Jamili and Aghaee, 2015]قرارگرفته است 

سازی هرای حل مسئله توسعه یافته است. هرای افزایش سرعت محاسبات، اند. یک الگوریتم مبتنی هر شبیهعین ارائه نمودهتحت تقاضای نام

  استفاده شده است. مطالعه مروردی از عملکررد الگروریتم پیشرنهادی GA  و الگوریتم ژنتیک )DEAها )از رویکرد تحلیل پوششی داده

ی آنترل جریان مسافر هر اساس محدودیت ظرفیرت در سرناریوهای مختلرف تقاضرا از آرارایی لازم دهد آه روش پیشنهادی هرانشان می

سازی یکپارچه جدول زمانی حرآت قطارهای   یک مدل احتمالی هرای ههینه2016یانگ و همکاران ) .[Xu et al., 2016] هرخوردار است

شهری و پروفایل سرعت قطارها ارائه نموده است. در این مدل، وزن قطار هه عنوان متغیر غیرقطعی در زمان سیر قطارهرا و زمران آهن راه

لازم هرای افزایش و شتاب، نیروی آششی، نیروی ترمز نظر گرفته شده است. این مدل یکپارچه، جهت حداقل آردن مصرف انرژی، هکار 

ای هرای تعیین جداول زمانی حرآت و سرعت قطارها تردوین ریزی احتمالی دومرحلهآور یک مدل هرنامهگرفته شده است. در تحقیق مذ

های نزدیک هه ههینه طراحری شرده اسرت. حلسازی هرای یافتن راهو فرموله شده است. هرای حل مدل یک الگوریتم ژنتیک مبتنی هر شبیه

آهن شهری پکن، در ساعات اوج تقاضا انجام شده است. هر اساس نتایج هدسرت راه های عملیاتی ازهای محاسباتی هر اساس دادهآزمایش

ای ملاحظرهتوان آل مصرف انرژی آششی را در مقایسه ها جدول زمانی فعلی و مشخصات سرعت در مردل قطعری هطرور قاهلآمده، می

  یک مدل آنترلی استوار هرای تنظریم جرداول زمرانی قطارهرای 2016در تحقیقی از لی و همکاران ). [Yang et al., 2016a] آاهش داد

هینری آننرده آهن زیرزمینی ها توجه هه نامعینی جریان ورود مسافر ارائه شده است. هدف از طراحری ایرن مردل، ارائره یرک مردل پیشراه

های ایمنی در شررای  هرروز اغتشاشرات تصرادفی آهن شهری ها توجه هه محدودیتراه سازی تاه  هزینه در سیستمهازخوردی هرای ههینه

 .[Li et al., 2016]است 



حاسبه هافرهای زمانی ها رویکرد فازی جهت جذب اختلالات در راه آهرن درون   یک مدل ریاضی هرای م1394یلی و همکاران )جم

 یکیدر  یمطالعه مورد یک و یتصادف شده و ها استفاده از نمونه مسایلارائه  یاهتکار یتمالگورارائه آرده اند. هرای حل مسئله یک  هریش

 تحقیق نشان مری دهرد آره اسرتفاده از رویکررد تخصری  یج. نتاارزیاهی قرار گرفته است یران، مورددر ا یآهن درون شهراز خطوط راه

 ینگو تعداد خطوط پارآ یازمورد ن ناوگان تواند هاعث افزایش استواری هرنامه حرآت قطارها و همچنین تخمین دقیقتر می یزمان یهافرها

  مدلی هرای هازیاهی هرنامه عملیات قطار شهری در شرای  اختلال ارائه شده است. 2015در تحقیقی از جمیلی و قریشی نژاد ) .خواهد شد

  تقاضای هرآورده نشده، در نظر گرفته شده اسرت. هره منظرور محاسربه 2  زمان آل سفر از مسافران و )1در این مدل دو معیار از جمله )

هرداری هر اساس شرای  اختلال تنظیم شده است. ها واه  جدیدی ارائه شده است. در این مدل، الگوهای ههرهتقاضای پوشش داده نشده، ر

در  .[Jamili and Nejad, 2015]آهن شهری آرج هره اثبرات رسریده اسرت توجه هه نتایج مطالعه موردی آارایی روش پیشنهادی در راه

آهن استفاده شده است. هندی مجدد حرآت قطارهای راهریزی پویای تقریبی، هرای زمان  از روش هرنامه2016تحقیقی از یین و همکاران )

آهرن شرهری ارائره شرده اسرت. در ایرن مردل، هندی مجدد حرآت قطارهرای راهریزی احتمالی هرای زماندر این تحقیق یک مدل هرنامه

های عملیراتی و نیرز تراخیرات قطارهرا هره عنروان مصرف انرژی قطارها، آاهش زمان تأخیر و زمان سفر مسافران، هزینره جویی درصرفه

اند. فرض شده است آه تقاضای مسافر هصورت غیرقطعی و واهسته هه زمان است. هه عبارتی نرخ سازی در نظر گرفته شدهمعیارهای ههینه

مقصد  در نظرر گرفتره شرده -د پوآسون ناهمگن ها نرخ متغیر ها زمان )هر اساس ماتریم تقاضای مبداورود مسافرین هه ایستگاه یک فرآین

 .[Yin et al., 2016] هایی ها آیفیت هالا در یک زمان نسبتاً آوتاه هه دست آوردحلاست. الگوریتم تقریبی پیشنهادی، توانسته است راه

 
  

 مبتنی بر تقاضای سفر ی راه آهن شهریهای زمانبندی قطارهابندی مدل. دسته1 جدول
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[Albrecht, 2009] N -  زمان انتظار مسافرانبهره وری عملیاتی و 
 ( وB&Bالگوریتم شاخه و کران )

GA 
V D √ 

[Niu and Zhang, 

2012] 
SL MINLP 

هزینه زمان انتظار مسافران در ایستگاه و هزینه 

 ازدحام مسافر در داخل قطار
GA F D √ 

[Niu and Zhou, 2013] DL MINLP مجموع وزنی مدت زمان انتظار مسافرین GA F D √ 

[Wang et al. 2013] SL MINLP مجموع زمان سفر و انتظار مسافرین SNOPT (GAMS) V S √ 

[Canca et al. 2013] SL MINLP مجموع متوسط زمان انتظار مسافرین ε-constrains V D √ 

[Niu and Tian, 2013] SL MINLP  روش های ابتکاری مسافرین و اندازه ناوگان(دوهدفه )زمان انتظار F D √ 

[Wang et al. 2014a] SL MINLP 
چندهدفه )انرژی، زمان های انتظار و حجم 

 تقاضای پوشش داده نشده(

مبتنی  سازی دوسطحیروش بهینه

  (GA) بر الگوریتم
V S √ 

[Barrena et al. 2014a] SL MIP متوسط زمان انتظار به ازای هر مسافر ( الگوریتم شاخه و برشB&C) V D × 

[Sun et al. 2014a] SL MIP نرم افزار  متوسط زمان انتظار به ازای هر مسافرCPLEX  F D √ 

[Barrena et al. 2014b] SL MINLP روش جستجوی همسایگی تطابقی متوسط زمان انتظار به ازای هر مسافر  V D × 

[Wang et al. 2014b] SL MINLP  روش بهینه سازی دوسطحی مصرف انرژی و زمان های سفر V S √ 

[Sun et al., 2014b] SL NLP 
هزینه های عملیاتی قطارها و زمان های انتظار 

 مسافرین
 × V S روش تجزیه لاگرانژ

[Hassannayebi et al., 

2016] 
DL MINLP احتمالیبرنامه ریزی  متوسط ازدحام مسافر F D √ 

[Hassannayebi et al., 

2017] 
SL MINLP متغیر جستجوی همسایگی متوسط زمان انتظار هر مسافر F D √ 
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[Yin et al., 2017] DL MIP برنامه ریزی پویا مصرف انرژی و زمان های انتظار V D √ 

[Feng et al., 2017] DL MINLP بهینه سازی-شبیه سازی مصرف انرژی F D √ 

[Yang et al., 2017c] DL MINLP الگوریتم ژنتیک مصرف انرژی و زمان سفر قطارها V D × 

[Guo et al., 2017] N MINLP الگوریتم ازدحام ذرات زمان انتظار بین خطوط F S × 

[Yang et al., 2017a] DL MIP الگوریتم ژنتیک مصرف انرژی V S × 

[Zhao et al., 2017] DL MIP الگوریتم ژنتیک مصرف انرژی V S × 

[Canca and Zarzo, 

2017] 
DL MINLP روش ابتکاری مصرف انرژی V S √ 

[Yang et al., 2017b] DL MINLP روش ابتکاری و زمان انتظار مصرف انرژی V D × 

 مجموع زمان انتظار مسافرین DL MIP تحقیق حاضر
روش ابتکاری مبتنی بر آزادسازی 

 لاگرانژ 
V D √ 

SL: تک خط; DL: دوخطه; N: شبکه; S: ایستا; D: پویا, F: ثابت; V: متغیر 

 

ونقل ریلی شهری، هر اهمیت و ضرورت تحقیق در این حوزه سازی عملیات حملشده در هالا پیرامون اهعاد مهم ههینههای معرفیجنبه

آهرن ریزی راهمردت و هلندمردت هرنامرهف میانسرازی اهرداتواند در جهت هرآوردهسازی نتایج این تحقیق میدلالت دارد، هطوریکه پیاده

گیری هرا در دیگر، تصمیمعبارتیونقل عمومی تأثیر مهمی داشته هاشد. هههای حملشهری در جذب هیشتر تقاضا در مقایسه ها سایر سامانه

هنردی حرآرت ارایی هرنامره زمانتواند موجب افزایش آرنظر گرفتن شرای  پویا و در نظر گرفتن اثرات این عوامل هر جریان مسافرین می

آهن شهری داشته هاشد. از طرفری، هررسری تحقیقرات ونقل راهوری عملیات حملقطارها شده و تأثیر معناداری هر ارتقای عملکرد و ههره

 آند.گذشته نیز این ضرورت را نشان داده و خلأهای تحقیقاتی شناسایی شده در این حوزه را پشتیبانی می

 

 یسازمسئله و مدل انیب. 3
ظرفیت ارائه شده است. ها استفاده از  ونقل ریلی شهری تحت محدودیتهندی قطارها در یک مسیر دوخطه حملدر این هخش، مدل زمان

ریزی خطری عددصرحیح صرفر و یرک ریزی قطارها در یک مسیر دوخطه هصورت یک مدل هرنامهزمان، مسئله هرنامه-مفاهیم شبکه مکان

ها اشاره دارد و از طرفی هزینره عملیراتی است. در این مدل، آیفیت خدمات هه مجموع مدت زمان انتظار مسافران در ایستگاه فرموله شده

 هرداری مرتب  است. های مجاز در طول دوره ههرههه حداآرر تعداد اعزام

 

 مفروضات 3-1
 شود:یهه منظور تدوین مدل ریاضی مسئله، اهتدا مفروضات زیر در نظر گرفته م

 شود. هرداری روزانه و هرای تعداد مشخصی قطار انجام میهندی قطارها در یک مسیر دوخطه در طول یک دوره ههرهزمان 

 وهرگشت از مسیر دوخطه، مستقل از یکدیگر است.تقاضای سفر در خطوط رفت 

 مشخ  و ورودی مسئله است. هندی های متوالی در طول افق زمانحداقل و حداآرر سرفاصله زمانی حرآت هین اعزام 

 ریزی ثاهت است. اندازه ناوگان در طول افق هرنامه 

 آه مسافرین قادر هه سوارشدن هه اولین قطار ورودی هه ایستگاه نباشند، هایرد منتظرر رسریدن ظرفیت قطار محدود است و درصورتی

 قطارهای هعدی همانند.



 شوند. این فرض در نحوه محاسربه ترین زمان ورود هه ایستگاه، سوار قطارها میها هه ترتیب هر اساس زودمسافران منتظر در ایستگاه

 های انتظار مسافرین تأثیرگذار است. مجموع زمان

 ها هین مقادیر حداقل و حداآرر متغیر است.زمان توقف قطارها در ایستگاه 

  قطار را دارد.سبقت هین قطارها مجاز نیست و هر ایستگاه تنها ظرفیت قبول و اعزام تنها یک 

 های انتهای مسیر وجود ندارد.محدودیت ظرفیت هرای پارک قطارها در پایانه 

 هندی حرآت قطارها است.های جریان مسافری ورودی مدل زمانمقصد و داده-ماتریم تقاضای مبدا 

 ها متوقرف تر یا مساوی ها آل تقاضا مسافر است. آخرین قطرار در تمرام ایسرتگاهشود آه آل ظرفیت حمل قطارها، هزرگفرض می

ریزی  است. این فرض هه ایرن منظرور اسرت آره اطمینران )انتهای افق هرنامه Tشود و زمان حرآت آن از اولین ایستگاه هراهر ها می

 رسند.های مقصد خود میریزی، تمام مسافران هه ایستگاهحاصل شود آه در طول افق هرنامه

 آند. هر قطار هه اندازه حداآرر ظرفیت خود، هرای جاهجایی مسافران منتظر استفاده می 

 ترر هرآورد ظرفیت حمل مسافر هر قطار در هر ایستگاه، از آل تقاضای تجمعی مسافر در فاصله زمانی اعزام دو قطار متروالی، هزرگ

 است.

 شرود. رسد، تمام مسافران داخل آن تخلیه شده و پم از حداقل زمان شانت آماده اعزام در جهت مخرالف میاری آه هه پایانه میقط

 شوند. آه هیش از یک قطار در یک پایانه وجود داشته هاشد، قطارها هه ترتیب ورود هه پایانه، از آن خارج میدرصورتی

  مقداری ثاهت فرض شده است.در مدل پیشنهادی، سرعت حرآت قطارها 

 

 نمادگذاری 3-2
آورده شده است. یک مسیر دوخطه  3جدول و نماد متغیرهای تصمیم در  2جدول ها  در نمادهای مدل ریاضی )پارامترها و مجموعه

ها، هر ایستگاه ظرفیت قبول و اعزام تنها یک قطار را دارد نشان داده شده، مفروض است. هه غیر از پایانه 1شکل 0طور آه در ریلی، همان

شرود. در آهن شهری توس  یک مرآز آنترل عملیات هماهنرگ مینه در راهدهد. عملیات روزاو در نتیجه هیچ سبقتی هین قطارها رخ نمی

گردند. یک سیکل حرآرت ریزی نیز هه پایانه هازمیهرداری، تمامی قطارها در پایانه مستقر هستند و در انتهای دوره هرنامهاهتدای دوره ههره

شود. یک قطار ممکن است چندین سیکل شود و هه آن ختم میدهنده یک سفر رفت و هرگشتی قطار است آه از یک پایانه شروع مینشان

های حرآرت ایرن آهن شهری داشته هاشد. پم از ورود یک قطار هه پایانه، اندیم شمارش تعداد سریکلحرآت در عملیات روزانه در راه

واحد قطار  nال، یک خ  مترو آه دارای آه این قطار مجدداً از پایانه حرآت آند، یک واحد افزوده خواهد شد. هه عنوان مرقطار، هنگامی

شدن هرای شرروع سریکل اعرزام هعردی،  ، پم از اتمام سیکل اول و آمادهk (1≤ k ≤ n)اندازه ناوگان  است، هرای هر واحد قطار مانند 

𝑘هه 𝑘اندیم شماره اعزام قطار از  + 𝑛  ین، متغیر ها زمان اسرت، آند. ها توجه هه اینکه نرخ ورود مسافر و نسبت خروج مسافرتغییر می

های مرهوط هه جداول زمانی حرآت قطارها مطاهقت داشته هاشد. متغیرهای تصرمیم اصرلی در گیریمعادلات جریان مسافر هاید ها تصمیم

های انتظار نآردن زماآه از ظرفیت موجود هه ههترین نحو هرای آمینهطوریمسئله تحقیق، تعیین زمان اعزام هر قطار از هر ایستگاه است هه

 ها استفاده شود.مسافرین روی ایستگاه

 

 
 آهن شهری. مسیر دوخطه راه1شکل 

1 2 3 

2m 2m-1 2m-2 

m 

m+1 

i 

2m-i+1 m+3 m+2 

m-2 m-1 

 پایانه
 محل شانت



 ها(. نمادهای مدل ریاضی )اندیس پارامترها و مجموعه2جدول 

 شرح نماد

A زمان-ها در شبکه مکانمجموعه کمان 

S هامجموعه ارتباطات بین کمان 

𝐾 ریزی شده جهت اعزاممجموعه قطارهای برنامه 

I ها مجموعه ایستگاهI = {1,2, … , m, m + 1, … .2m} 

T ریزی مجموعه نقاط زمانی در افق برنامه}Ρ𝛼+0t,⋯,0T ={t 

𝑘  اندیس قطار اعزامی(k ∈ K) 

𝑖, 𝑗 های مسیر اندیس ایستگاه i, j ∈ I 

(i, j) ها های مستقیم بین ایستگاهاندیس لینک(i, j) ∈ S 

𝑡̃′, t, t های زمانیاندیس 

′)i, i, t, t( کننده زمان توقف قطارها در ایستگاه های انتظار که مشخصاندیس کمانi ( هستندαt+′=t) 

′)i, j, t, t( های حرکت واقعی قطارها شامل زمان ورود اندیس کمانt  و زمان خروج′t  روی لینک)i, j( بطوریکه ،A∈′)(i,j,t,t 

)O,D( گره های مجازی معرف ایستگاه مبدأ و مقصد 

n  ناوگاناندازه 

ℎ𝑚𝑖𝑛  حداقل سرفاصله زمانی حرکت بین دو قطار 

kC  ظرفیت حمل مسافر برای قطارkام 

[E, t0t] بندی حرکت قطارهابازه زمان 

𝑝𝑖𝑗(𝑡)  نرخ تقاضای سفر وابسته به زمان از ایستگاهi  به ایستگاهj  در طول بازه زمانی(t − α, t]  بطوریکه𝑡 ∈ 𝑇\{𝑡0} 

𝐵𝑖
𝑚𝑎𝑥  سرعت( مجاز بارگیری مسافر در ایستگاه( حداکثر ظرفیتi  بر حسب نفر بر دقیقه )یک کران بالا برای تعداد مسافرینی سوار شده( 

[𝑠𝑖
𝑚𝑖𝑛 , 𝑠𝑖

𝑚𝑎𝑥]  بازه زمانی مجاز )حداقل و حداکثر زمان( توقف قطار در ایستگاهi 

𝐴𝑖𝑡
 tدر زمان  iتعداد کل مسافران ورودی به ایستگاه   

 

 . نمادهای متغیرهای تصمیم مدل ریاضی3جدول 

 شرح نماد

𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡′
𝑘  

,𝑖)از لینک  kشود، اگر قطار مکان مربوط می-های شبکه زماناین متغیر به انتخاب کمان 𝑗)  در بازه زمانی[𝑡, 𝑡′]  1استفاده کند برابر با 

 و درغیراینصورت برابر با صفر است.

𝑏𝑖𝑡
t)در بازه  iتعداد مسافرین سوارشده در ایستگاه    − α, t]  )یک متغیر عددصحیح غیرمنفی( 

𝑛𝑖𝑡
 )یک متغیر عددصحیح غیرمنفی( tو در زمان  iتعداد مسافرین منتظر در ایستگاه   

𝑒𝑖𝑗
𝑘 ,i)به لینک kزمان ورود قطار   j)  مکان-بر اساس کمان انتخاب شده در شبکه زمان 

 𝑑𝑖𝑗
𝑘 ,i)از لینک  kزمان خروج قطار   j) مکان-بر اساس کمان انتخاب شده در شبکه زمان 

′𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡طورآلی، متغیر تصمیم در این تحقیق، سه نوع متغیر تصمیم در نظر گرفته شده است. هه
𝑘 هرای تولید یک مسیر در شبکه مکان-

هرسرد، ایرن  jهه ایسرتگاه  ′𝑡حرآت آرده و در زمان  tدر زمان  iام از ایستگاه kتعریف شده است. اگر قطار  kزمان هرای هر قطار مانند 

𝑛𝑖𝑡و در غیراینصورت صفر است. دو متغیر دیگر ) 1مقدار هراهر ها 
𝑏𝑖𝑡و   

مسافران و نیز تعداد مسافر منتظر در هرر  ، هرای نمایش جریان  

ریزی حرآت قطارها استفاده شروند. توانند هه عنوان متغیرهای آنترل جریان مسافر در فرایند هرنامهاند. این متغیرها میایستگاه تعریف شده

′𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡هنردی حرآرت )در واق ، این دو مجموعه از متغیرهای تصمیم، مرتب  ها مقادیر متغیرهرای زمان
𝑘زمران هسرتند. -  در شربکه مکران

𝑒𝑖𝑗متغیرهای آمکی 
𝑘 و 𝑑𝑖𝑗

𝑘دهنده زمان خروج از ایستگاه نیز نشانi  و زمان ورود هه ایستگاهj  هرای قطارk .است 
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هرای وسریله نقلیره، یکری از روش ونقل، ها حرآت واهسته هه زمانهای حملسازی فیزیکی شبکهزمان، ها هدف یکپارچه-های مکانشبکه

هه عنوان مررال، یانرگ و . [Yang et al., 2014] های ترافیک پویا هستندهای مکانی و زمانی سامانهسازی و تحلیل ویژگیمؤثر هرای مدل

ترین مسیر در یک شبکه ها زمان سیر واهسته هه انی و زمانی در مسئله آوتاهزمان هرای نمایش واهستگی مک-  از مدل شبکه مکان2014ژو )

زمان قطار را تعیین -ازآنجاآه یک هرنامه زمانی حرآت قطار، موقعیت مکان. [Yang and Zhou, 2014] اندزمان و تصادفی استفاده آرده

مایش داد. این شبکه دارای یک محور ن 2شکل زمان مطاهق -آهن شهری را در یک شبکه مکانتوان مسیر حرآت قطارهای راهآند، میمی

 ها است. دهنده واحدهای زمانی گسسته در طول روز و یک محور عمودی آه نشان داده موقعیت و ترتیب ایستگاهافقی است آه نشان

شوند. واحد زمان تقسیم می αهازه ها فواصل یکسان هه طول  مجموعه[ هه یک E, t0tزمان، افق زمانی ]-هرای ساخت یک شبکه مکان

شروند ای از نقراط زمرانی مشرخ  میتوسر  مجموعره هایسرتگاهاهرا از ورود و خرروج قطار یهازمانمرهوط هه هطوریکه رویدادهای 

}αP+0t,⋯,α0+2t,+α0,t0T={t .طور آره در زمان ترآیبی از یک شبکه فیزیکی و افق زمانی است. همان-از لحاظ تئوری، یک شبکه مکان

زمان -دهنده یک حالت مکانی و زمانی است و یک آمان مکانزمان نشان-نشان داده شده است، هر گره فیزیکی در شبکه مکان 2شکل 0

ها را ها توجه ای از گرهتوان مجموعهآه افق زمانی مشخ  هاشد، هه راحتی میدهنده ورود و خروج یک قطار است. هنگامیدر اصل نشان

زمان، لازم است زمران سرفر و نیرز زمران توقرف -های مکانحال، در تعیین آمانزمان تعریف نمود. هااین-در آل شبکه مکان αهه مقدار 

دهد آه قطرار در ایرن شود. هر آمان انتظار نشان میقطارها مشخ  هاشد. از آمان انتظار هرای نمایش توقف قطار در ایستگاه استفاده می

 آند.توقف می αایستگاه هرای مدت 
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نمایش داده شود آه تعداد سطر و سرتون آن  𝑝(𝑡)تواند هه آمک یک ماتریم مرهعی متغیر ها زمان تقاضای پویای سفر در هر ایستگاه می

)یا همران  𝑝(𝑡)دار اولیه نمایش داده شده است. هطور خاص، مق 𝑝𝑖𝑗(𝑡)ها است. هر عنصر از این ماتریم ها نماد هراهر ها تعداد ایستگاه

𝑝𝑖𝑗(𝑡0) هرای هر مجموعه ایستگاه ، i, j ∈ I وهرگشرت مسرتقل اسرت، هراهر ها صفر است. از آنجا آره تقاضرای سرفر در خطروط رفت

نشان داد آه مقدار تاه  هردف  توانیمشوند، هاید قبل از رسیدن قطار هه پایانه، سوار قطار شوند. مسافرینی آه در یک خ  سوار قطار می

 است: یانهقاهلخطی  هه شکلریزی،   در طول افق هرنامههایستگاهاانتظار مسافرین در  یهازمان)مجموع 

(1  𝑍 = ∑ ∑ 𝛼. 𝑛𝑖𝑡
 

 

𝑡∈𝑇\{𝑡0}

 

𝑖∈𝐼
 

 هطوریکه داریم:
(2  𝑛𝑖𝑡

 = 𝑛𝑖,𝑡−1
 + ∑ 𝑝𝑖𝑗

 (𝑡). 𝛼 
𝑖≤𝑗≤2𝑚 − 𝑏𝑖𝑡

       ∀𝑡 ∈ 𝑇\{𝑡0},   𝑖 ∈ 𝐼  

𝑛𝑖,𝑡0مقدار اولیه 

𝑏𝑖,𝑡0یک مقدار ثاهت و مقدار   

تعرداد ،  2)هراهر ها صفر است. هر اسراس معادلره هقراء جریران مسرافرین در راهطره   

t هراهر است ها تعداد مسافران انتظار در زمان  tمسافران منتظر در زمان  − α  هره عرلاوه مسرافران ورودی جدیرد و تفاضرل آن از تعرداد

𝑛𝑖𝑡هدف و رواه  مدل ریاضی، متغیر  در تاه  توانیمشوند. مسافرانی آه در این فاصله زمانی سوار قطار می
را حرذف نمرود و تنهرا از   

𝑏𝑖𝑡متغیر 
𝐵𝑖سازی مسئله، حداآرر ظرفیت )سرعت  حمل مسافر سازی جریان مسافرین استفاده نمود. در مدلهرای مدل  

𝑚𝑎𝑥  یک مقردار

نده قطار و یا تعداد مسافرین منتظر هستگی نردارد. خواننرده نفر هر دقیقه  در نظر گرفته شده است و هه ظرفیت هاقیما 250ثاهت )در اینجا 

تاه  هدف زمان انتظار مسافرین آه قربلاً در  .[Wang et al., 2014b]  مراجعه آند 2014تواند هه وانگ و همکاران )هرای شرح هیشتر می

 هیان شد، قاهل جایگزین شدن ها راهطه زیر است:  1)معادله 
(3  𝑍 = ∑ ∑ 𝛼. (𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ (𝐴𝑖𝑡′
 − 𝑏𝑖𝑡′

 ) 
𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ) 

𝑡∈𝑇\{𝑡0}
 
𝑖∈𝐼   

 هرقرار هاشد:هطوریکه محدودیت زیر 
(4  ∑ 𝑏𝑖𝑡′

  
𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ≤ 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ 𝐴𝑖𝑡′
  

𝑡′∈[𝑡0,𝑡]  ,    ∀𝑡 ∈ 𝑇,   𝑖 ∈ 𝐼  

𝑏𝑖𝑡ای هین متغیرهرای تصرمیم هرای اثبات هه دنبال راهطهاست.  }t,⋯,α0+2t,+α0,t0t{مجموعه ، ]t ,0t[ در اینجا منظور از
𝑛𝑖𝑡و   

و   

𝑛𝑖𝑡حذف متغیر 
 آنیم:را هصورت زیر تعریف می tدر زمان  iاز سیستم معادلات هستیم. اهتدا، تعداد آل مسافرین ورودی هه ایستگاه   

(5  𝐴𝑖𝑡
 = ∑ 𝑝𝑖𝑗

 (𝑡). 𝛼
 

𝑖≤𝑗≤2𝑚
    ∀𝑡 ∈ 𝑇,   𝑖 ∈ 𝐼 

𝐴𝑖𝑡در راهطه هالا، 
𝑖ها مقاصد مختلف  𝑡در زمان  𝑖دهنده تعداد آل مسافران ورودی هه ایستگاه نشان   ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚  است. هاید توجره

𝑡هرای هر   2)داشت آه معادله  ∈ 𝑇 ∖ {𝑡0}  و𝑖 ∈ 𝐼 ای از معادلات داریم:هرقرار است. در نتیجه ها جم  دنباله 

(6  𝑛𝑖𝑡
 = 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ (𝐴𝑖,𝑡′
 − 𝑏𝑖,𝑡′

 ) 
𝑡′∈(𝑡0,𝑡] ,     𝑡 ∈ 𝑇 ∖ {𝑡0},   𝑖 ∈ 𝐼  

𝑏𝑖,𝑡0ها توجه هه اینکه مقادیر 

𝑛𝑖,𝑡0و   

       داریم: هالا سازی معادله هراهر ها صفراند، ها ساده  
(7  𝑛𝑖𝑡

 = 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ (𝐴𝑖,𝑡′
 − 𝑏𝑖,𝑡′

 ) 
𝑡′∈[𝑡0,𝑡]     𝑡 ∈ 𝑇 ,  𝑖 ∈ 𝐼  

𝑛𝑖𝑡در نتیجه، متغیر تصمیم 
𝑏𝑖𝑡عملاً یک متغیر تصمیم آمکی است آه هر اساس مقدار متغیر   

قاهل استنتاج است. حال هرا توجره هره   

𝑛𝑖𝑡اینکه متغیر 
𝑛𝑖𝑡غیرمنفی )  

 ≥ 𝑏𝑖𝑡  است، محدودیت زیر هرای متغیر 0
 هرقرار است:  

(8  ∑ 𝑏𝑖,𝑡′
  

𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ≤ 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ 𝐴𝑖,𝑡′
  

𝑡′∈[𝑡0,𝑡]      𝑡 ∈ 𝑇 ,  𝑖 ∈ 𝐼  

 □                                                        شود.اثبات می 1، قضیه  1) در معادله  6)0در نتیجه ها قرار دادن راهطه 

 

 مدل ریاضی 3-5

آهن شهری ها فرض تقاضای واهسته هه زمان، یک مدل خطی هوده و متغیرهرای اصرلی آن هندی قطارها در مسیرهای دوخطه راهمدل زمان

 ها است. زمان اعزام قطارها از ایستگاه

(9  [𝐌𝐈𝐏]:  𝐦𝐢𝐧
𝐱,𝐛

∑ ∑ 𝛼. (𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ (𝐴𝑖,𝑡′
 − 𝑏𝑖,𝑡′

 ) 
𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ) 

𝑡∈𝑇\{𝑡0}
 
𝑖∈𝐼   

𝑠. 𝑡. 



(10  

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡′
𝑘 

(𝑖,𝑗,𝑡,𝑡′)∈𝐴 − ∑ 𝑥𝑗𝑖𝑡′𝑡
𝑘 

(𝑗,𝑖,𝑡′,𝑡)∈𝐴 = {
1

−1
0

    

𝑖 = 𝑂, 𝑡 = 𝑡0

𝑖 = 𝐷, 𝑡 = 𝑡0 + Ρ. 𝛼 ,   ∀𝑘 ∈ 𝐾

در غیر اینصورت
  

(11  𝑑𝑂,1
𝑘+𝑛 − 𝑒2𝑚,𝐷

𝑘 ≥ 𝑡𝑘
𝑠ℎ𝑢𝑛𝑡,       ∀𝑘, 𝑘 + 𝑛 ∈ 𝐾  

(12  𝑑𝑚,𝑚+1
𝑘 − 𝑒𝑚,𝑚+1

𝑘 = 𝑡𝑘
𝑡𝑢𝑟𝑛     𝑘 ∈ 𝐾 

(13  𝑒𝑖𝑗
𝑘 − 𝑒𝑖𝑗

𝑘−1 ≥ ℎ𝑚𝑖𝑛         ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆,   𝑘 ∈ 𝐾\{1} 

(14  𝑑𝑖𝑗
𝑘 − 𝑑𝑖𝑗

𝑘−1 ≥ ℎ𝑚𝑖𝑛          ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆,   𝑘 ∈ 𝐾\{1} 

(15  𝑠𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑒𝑖𝑗

𝑘 − 𝑑𝑗′,𝑖
𝑘 ≤ 𝑠𝑖

𝑚𝑎𝑥         ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆,   (𝑗′, 𝑖) ∈ 𝑆,   𝑘 ∈ 𝐾 

(16  𝑒𝑖𝑗
𝑘 = ∑ 𝑡. 𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡′

𝑘
 

(𝑖,𝑗,𝑡,𝑡′)∈𝐴
    ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆,   𝑘 ∈ 𝐾 

(17  𝑑𝑖𝑗
𝑘 = ∑ 𝑡′. 𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡′

𝑘
 

(𝑖,𝑗,𝑡,𝑡′)∈𝐴
    ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑆,   𝑘 ∈ 𝐾 

(18  𝑏𝑖𝑡
 ≤ ∑ 𝑥𝑖𝑖𝑡′𝑡

𝑘 . 𝐵𝑖
𝑚𝑎𝑥

 

𝑘∈𝐾
       ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑡 ∈ 𝑇\{𝑡0},   𝑡′ = 𝑡 − 1 

(19  ∑ 𝑏𝑖,𝑡′
  

𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ≤ 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ 𝐴𝑖,𝑡′
  

𝑡′∈[𝑡0,𝑡]      𝑡 ∈ 𝑇 ,  𝑖 ∈ 𝐼  
(20  ∑ ∑ [∑ 𝛼. 𝑝𝑖′𝑗(𝑡 + 1) ∑ ∑ (𝑥𝑖′,𝑖′+1,𝑡,𝑡′

𝑘−1 − 𝑥𝑖′,𝑖′+1,𝑡,𝑡′
𝑘 ) 

𝑡′∈𝑇
 
𝑡∈[𝑡0,𝑡]

2𝑚
𝑗>𝑖 ] 

𝑡∈𝑇
 
𝑖′∈[1,𝑖] ≤ 𝐶𝑘,     ∀𝑖 ∈ 𝐼,   𝑘 ∈ 𝐾\{1}  

(21  𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡′
𝑘 ∈ {0,1},     ∀ (𝑖, 𝑗, 𝑡, 𝑡′) ∈ 𝐴, 𝑘 ∈ 𝐾  

(22  𝑏𝑖𝑡
 ∈ Ν+,   𝑡 ∈ 𝑇 ,  𝑖 ∈ 𝐼 

زمان، یرک مسریر -کانآند هرای هر قطار در شبکه ممکان است آه تضمین می-محدودیت تعادلی جریان در شبکه زمان  10)0راهطه 

زمان هیان شرده -در گراف حرآت قطارها در شبکه مکان سیکلشدنی حرآت وجود دارد. این محدودیت هرای جلوگیری از تشکیل شدن 

هرای فرضری   مراجعه شود. هه منظور نمایش مسیرهای آغرازین و پایرانی، از گره2014است. هرای شرح هیشتر هه تحقیقی از یانگ و ژو )

𝑂𝑡0مبدأ ))ساختگی  
مجازی مبدأ و گرره حقیقری  استفاده شده است. علاوه هر این، جهت نمایش ارتباط هین گره (𝐷𝑡0+Ρ𝛼)  و مقصد 

Ρ، هه تعداد مبدأ + ,𝑂)آمان اضافی  1 1, 𝑡0, 𝑡0 + 𝑝𝛼) 0شود )تعریف می ≤ p ≤ Ρها مجازی است. ها زمان سیر لینک  آه در آن

,𝑂)هندی، اگر آمان در فرآیند زمان 1, 𝑡0, 𝑡0 + 𝑝𝛼) دهد آه زمان واقعی رسریدن توس  یک قطار انتخاب شود، این موضوع نشان می

𝑡0هراهر ها  1این قطار هه ایستگاه  + 𝑝𝛼  ،است. هه همین ترتیبΡ + آمان اضافی هرای نمایش ارتباط هین گره حقیقی مقصرد و گرره  1

,2𝑚)ها ها نمراد آمانشود. این مجازی مقصد )ها لینک زمان سفر مجازی  تعریف می 𝐷, 𝑡0 + 𝑝𝛼, 𝑡0 + Ρ𝛼) شرود نمرایش داده می

0هطوریکه داریم  ≤ p ≤ Ρ 2). هطور مشاهه، اگر آمان𝑚, 𝐷, 𝑡0 + 𝑝𝛼, 𝑡0 + Ρ𝛼) دهد آه توس  یک قطار انتخاب شود، نشان می

𝑡0هراهر است ها  2mزمان واقعی اعزام این قطار از ایستگاه  + 𝑝𝛼 حداقل زمان گرردش قطرار   11). محدودیتk ( در پایانره𝑡𝑘
𝑠ℎ𝑢𝑛𝑡  

m (𝑡𝑘در ایسرتگاه  kزمران چررخش قطرار   12)0دهد. محردودیت جهت انجام سیکل هعدی اعزام را نشان می
𝑡𝑢𝑟𝑛آنرد.   را تعیرین می

اشراره دارد.  (i, j)هه حداقل سرفاصله زمانی حرآت قطارها در ورود و اعزام از یک آمران مشرترک ماننرد   14)و   13)های محدودیت

زمران ورود و   17) و  16)های ها اشراره دارد. محردودیتهه حدود هالا و پایین هرای زمان توقف قطارها در ایسرتگاه  15)0محدودیت 

,𝑖)هه آمان kاعزام قطار  𝑗)  ارتباط هین متغیرهرای تصرمیم   18) آند. محدودیتمکان مشخ  می-را در شبکه زمانx  وb  را تعریرف

شروند هراهرر هرا صرفر اسرت. در گاه تعداد مسافرینی آه سوار قطرار میتوقف نداشته هاشد، آن 𝑖در ایستگاه  tآند. اگر قطاری در زمان می

، تعداد مسافران سوار شرده  19)غیراینصورت، یک آران هالا هرای تعداد مسافرین سوار شده هه قطار در نظر گرفته شده است. محدودیت 

𝑘طور خاص، اگر یک قطار دهد. هههه قطار در یک هازه زمانی را ها توجه هه حداآرر ظرفیت حمل نشان می ∈ 𝐾  در فاصله زمرانی[𝑡 −

𝛼, 𝑡]   در ایستگاهi  0توقف آند، داریم ≤ 𝑏𝑖𝑡
 ≤ 𝐵𝑖

𝑚𝑎𝑥 ؛ در غیر این صورت𝑏𝑖𝑡
 = در این فاصله  i، زیرا هیچ قطاری در ایستگاه 0

حاصل شده است. این راهطره  1هر اساس قضیه   20)0تواند سوار قطار شود. محدودیت زمانی توقف ندارد و در نتیجه هیچ مسافری نمی

آنرد. ایرن راهطره ظرفیت قطار را هیران می  21) آند آه تعداد آل مسافرین منتظر در هر زمان، مقداری غیرمنفی است. محدودیتهیان می

حمرررل قطرررار نیسرررت. مقررردار آنرررد آررره تعرررداد آرررل تقاضرررای سرررفر در یرررک ایسرررتگاه، هیشرررتر از ظرفیرررت قاهلتضرررمین می

∑ ∑ (𝑥𝑖′,𝑖′+1,𝑡̃,𝑡′
𝑘−1 − 𝑥𝑖′,𝑖′+1,𝑡̃,𝑡′

𝑘 ) 
𝑡′∈𝑇

 
𝑡̃∈[𝑡0,𝑡]  است آه قطار  1فق  زمانی هراهر هاk − یرا قبرل از آن  tدر زمران  ′𝑖از ایستگاه  1



است. این راهطه هه طور خاص هرای نمایش دوره زمرانی هرین  0اعزام نشده هاشد. در غیراینصورت هراهر ها  kآه قطار اعزام شود، درحالی

∑ست. عبرارت در نظر گرفته شده ا ′𝑖از ایستگاه  kو  k-1اعزام قطارهای  𝛼. 𝑝𝑖′,𝑗(𝑡 + 𝛼)2𝑚
𝑗>𝑖  تقاضرای مسرافر در هرازه تعرداد آرل

(𝑡, 𝑡 + 𝛼]   ها مبدأ𝑖′ < 𝑖  و مقصدj > i .را نشان می دهد 
 

 پیچیدگی محاسباتی 3-6

 ,.Caprara et al] قررار دارد NP-completeهندی حرآت قطارها در رده مسایل اند آه مسئله زمان  نشان داده2006آاپرارا و همکاران )

هندی حرآرت قطارهرا در شربکه توان مدل زمانمسئله، می هاییتمحدودسازی و حذف هرخی از محققین نشان دادند آه ها ساده .[2006

نتیجه ها توجه هه پیچیدگی محاسرباتی مسرئله طراحری  زمان را هه یک مسئله طراحی شبکه خدمات ها زمان پیوسته، تبدیل نمود. در-مکان

 مسرائلمسرئله تحقیرق نیرز در رده  [Johnson, Lenstra and Kan, 1978]  شبکه آه توس  جانسون و همکاران هه اثبات رسیده اسرت

NP-complete  است. علاوه هراین، تعداد متغیرهای صفر و یکx  هراهر ها|I|·|T|·|K|  است. پیچیدگی مدل واهسرته هره مقیراس فیزیکری

ها ، تعداد فواصل زمانی و تعداد قطارهای اعزامی است. در مسائل ها اهعاد واقعی، مردل دارای تعرداد هسریار مسیر دوخطه )تعداد ایستگاه

های مسرئله، یرک هه پیچیردگی سازی ممکن نیست. ها توجههای ههینهافزاریزیادی متغیر صفر و یک است و حل مستقیم آن هه آمک نرم

 الگوریتم اهتکاری مبتنی هر آزادسازی لاگرانژ و تجزیه آن هه زیرمسایل ارائه شده است. هه آمک الگوریتم آزادسازی لاگرانژ امکران تولیرد

دسته محدودیت از نوع شود. در مدل پیشنهادی، یک پایین هرای مسئله و نیز ههبود آران هالا ها هدف آاهش فاصله ههینگی فراهم می آران

  آند.است. آزادسازی این محدودیت، امکان تجزیه مسئله اصلی را هه دو زیرمسئله فراهم می  18) واهسته )ارتباطی  مرهوط هه راهطه

 
 . تعداد متغیرها و محدودیت در مدل4جدول 

 تعداد متغیر یا محدودیت

x |I صفر و یک متغیر | · |T | · |K| 

b |Tعددصحیح  متغیر | · | I| 

)| محدودیت تعادل جریان |T | · | I |+2 ) · |K 

K محدودیت گردش ناوگان |− n|2 

2| های سرفاصله زمانیمحدودیت ( |K |−1 ) · |A 

I| توقف در ایستگاههای زمان محدودیت | · |K|2 

I| های مسافرگیریمحدودیت | · |T|2 

I| محدودیت ظرفیت قطار | · |K| 

 

  الگوریتم حل ابتکاری مبتنی بر آزادسازی لاگرانژ. 4
هرای مهرم در هخش لاگرانژ اسرتفاده شرده اسرت. یآزادساز یتمدر اهعاد هزرگ، از الگور یشنهادیپ یحعددصح یزیرحل مدل هرنامه یهرا

 :[Zhang et al., 2010]الگوریتم آزادسازی لاگرانژ شامل موارد زیر است 

 های مناسب جهت آزادسازیانتخاب محدودیت یا دسته محدودیت .1

 های غیرموجه تولید شده های شدنی یا ترمیم جوابارائه روشی هرای تولید جواب .2

 روزرسانی ضرایب لاگرانژنحوه هه .3

 ,Han, Guan] متفاوت استهسیار ، مرهوطه موفقیت الگوریتم آزادسازی لاگرانژ هسته هه نوع مسئله و پیچیدگی محاسباتی زیرمسایل

and Shi, 2011] .های مختلفری از مسرئله ها، امکران آزادسرازی محردودیتسازی ها توجه هه ساختار محدودیتدر مسائل مختلف ههینه



 .[Mao et al., 2014]گوریتم زیرگرادیان دارد ها تأثیر متفاوتی هر عملکرد الوجود دارد. هطورآلی، آزادسازی انواع مختلفی از محدودیت

  [Martin, 1999] : اند ازچند توصیه مفید در این زمینه عبارت

 تر میسر هاشد. ازه آافی در مقایسه ها مسئله اصلی در زمانی هسیار آوتاهها هاید هه اندحل زیرمسایل حاصل از آزادسازی محدودیت 

 ها هاید هه یک آران پایین قوی منجر شود.آزادسازی محدودیت 

 های نزدیک هه یک جواب شدنی هود. هایست قادر هه تولید جوابها میها آزادسازی محدودیت 

حل خوب در زمان معقول است. مدل آزادسازی شده رانژ هرای پیدا آردن یک راهالگوریتم اهتکاری پیشنهادی، مبتنی هر آزادسازی لاگ

هرای حل در زمان معقول هستند. همچنرین یرک الگروریتم اهتکراری هررای تبردیل جوابشود آه هر آدام قاهلهه دو زیرمسئله تجزیه می

ل اصلی، ارائه شرده اسرت. در مردل پیشرنهادی، راهطره روزرسانی آران هالا هرای تاه  هدف مدغیرموجه تولید شده هه جواب شدنی و هه

نرد. آره هره طرور جردی سررعت آرا هرقررار می bو  xهای سخت است آه ارتباط هین متغیرهای ای از محدودیتشامل مجموعه  18)0

توان هره دو مسرئله جداگانره تجزیره نمرود آره دهد. اگر این محدودیت آزادسازی شود، مدل اولیه را میمحاسباتی را تحت تأثیر قرار می

𝑈پیچیدگی هر آدام قاهل هررسی است. ضرایب لاگرانژ مرهوط هه این محدودیت ها نمراد  ≔ {𝑢𝑖𝑡
 ≥ 0}, ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑡 ∈ 𝑇\{𝑡0}  نمرایش

 شود:شده هصورت زیر تعریف میشود. مسئله آزادسازیداده می
𝑍𝐿𝑅(𝑢) ≔ min

𝐱,𝐛
{ ∑ ∑ [𝛼. (𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ (𝐴𝑖,𝑡′
 − 𝑏𝑖,𝑡′

 ) 
𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ) + 𝑢𝑖𝑡

 . 𝑏𝑖𝑡
 ] 

𝑡∈𝑇\{𝑡0}, 
 
 𝑖∈𝐼 −

∑ ∑ 𝑢𝑖𝑡
  

𝑡∈𝑇\{𝑡0}, ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡′
𝑘 . 𝐵𝑖

𝑚𝑎𝑥 
𝑘∈𝐾

 
 𝑖∈𝐼 }  

𝑠. 𝑡. 
 . 22)الی  19)0،  0 17)الی   10)0های محدودیت

 

توان مسئله را هه دو زیر مسئله نسربتاً آسران وجود ندارد، لذا می bو متغیر  xها توجه هه اینکه در مدل هالا هیچ ارتباطی هین متغیرهای 

 تجزیه نمود. 

 ( تنها شامل متغیرهای صفر و یک 1زیر مسئله ، 𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡′
𝑘 .است 

 ( نیز تنها از متغیرهای عددصحیح 2زیر مسئله ، 𝑏𝑖𝑡
 تشکیل شده و قاهل تجزیه هه تعدادی زیرمسئله است.  

 هصورت زیر است: x: اولین زیرمسئله، یک مدل هرنامه ریزی عددصحیح و تنها شامل متغیرهای صفر و یک 1زیرمسئله 

[𝐒𝐏𝟏]: Γ(𝑢) ≔ 𝐦𝐚𝐱
𝐱

{ ∑ ∑ 𝑢𝑖𝑡
 

 

𝑡∈𝑇\{𝑡0}, 
∑ 𝑥𝑖𝑗𝑡𝑡′

𝑘 . 𝐵𝑖
𝑚𝑎𝑥

 

𝑘∈𝐾

 

 𝑖∈𝐼
}  

𝑠. 𝑡. 
  . 21)و 20)،  17)الی  10)0های محدودیت

 

زمان و هدون در نظر گرفتن جریان مسافر است، آه در آن هیچ -ریزی قطارها در شبکه مکان  مرهوط هه یک مسئله هرنامه1زیرمسئله )

  را هسریار 1توانرد زیرمسرئله )می CPLEXافزار ت، نرمدهد. هدون این دو دسته محدودیعملیات سبقت و نیز تلاقی هین قطارها رخ نمی

 تر نسبت هه مدل اولیه حل آند.تر و سری آسان

 توان هه شرح زیر هیان نمود:زیر مسئله دوم را می

[𝐒𝐏𝟐]: 𝜙(𝑢) ≔ min
𝐛

∑ ∑ 𝛼. (𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ (𝐴𝑖,𝑡′
 − 𝑏𝑖,𝑡′

 ) 
𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ) 

𝑡∈𝑇\{𝑡0}, 
 
 𝑖∈𝐼 + ∑ ∑ 𝑢𝑖𝑡

 . 𝑏𝑖𝑡
  

𝑡∈𝑇\{𝑡0}, 
 
 𝑖∈𝐼   

𝑠. 𝑡. 
∑ 𝑏𝑖,𝑡′

  
𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ≤ 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ 𝐴𝑖,𝑡′
  

𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ,      𝑡 ∈ 𝑇 ,  𝑖 ∈ 𝐼  
𝑏𝑖𝑡

 ∈ Ν+,   𝑡 ∈ 𝑇 ,  𝑖 ∈ 𝐼 

اند. عرلاوه هرر تعریف شده  6)0اساساً رواه  جریان تجمعی ورود مسافر هستند آه در معادله  [𝐒𝐏𝟐]های مدل در اینجا، محدودیت

آند تعداد مسافران سوارشده در هر فاصله زمانی و ایستگاه هر ضمین میاست آه تشده ها هه مدل اضافه ای از محدودیتاین، زیرمجموعه

 ها نیز هرای مدل اولیه هرقرار است:طور معمول، مشاهه این محدودیتاساس محدودیت ظرفیت حمل، آنترل شده است. هه

(23  𝑏𝑖𝑡
 ≤ 𝐵𝑖

𝑚𝑎𝑥        ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑡 ∈ 𝑇 

iهرای هر ایستگاه 𝜙𝑖(𝑢)زیرمسئله آوچک  2mمتشکل از  [𝐒𝐏𝟐]مدل  = 1,2, … ,2m  .هصورت زیر قاهل تعریف است 



[𝐒𝐏𝟐(𝒊)] ∶  𝜙𝑖(𝑢) ≔ min
𝐛

∑ 𝛼. (𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ (𝐴𝑖,𝑡′
 − 𝑏𝑖,𝑡′

 ) 
𝑡′∈[𝑡0,𝑡] ) 

𝑡∈𝑇\{𝑡0}, + ∑ 𝑢𝑖𝑡
 . 𝑏𝑖𝑡

  
𝑡∈𝑇\{𝑡0},   

𝑠. 𝑡. 

∑ 𝑏𝑖,𝑡′
 

 

𝑡′∈[𝑡0,𝑡]
≤ 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ 𝐴𝑖,𝑡′
 

 

𝑡′∈[𝑡0,𝑡]
 ,      𝑡 ∈ 𝑇 

𝑏𝑖𝑡
 ≤ 𝐵𝑖

𝑚𝑎𝑥        𝑡 ∈ 𝑇 

𝑏𝑖𝑡
 ∈ Ν+,       𝑡 ∈ 𝑇 

𝑏𝑖𝑡این مدل تنها شامل متغیرهای عدد صحیح 
تر از مسئله اصلی اسرت، حرل هسیار آوچک 𝜙𝑖(𝑢)است. ازآنجاآه مقیاس زیرمسئله   

توانیم یرک ، میuها ضرایب معلوم لاگرانژ  𝜙𝑖(𝑢)و یک سری از زیرمسائل  Γ(u)تر است. از لحاظ تئوری، ها حل مسئله آن هسیار ساده

 توان ها حل دوگان لاگرانژی زیر هدست آورد.ترین آران پایین را میآران پایین هرای این مسئله اصلی هدست آوریم. سپم، قوی

(24  max
𝑢≥0

𝑍𝐿𝑅(𝑢) ≔ Γ(u) + 𝜙(u) 

توان، یک آران پایین هرای مسئله   را هدست آورد، می2  و )1ه از ضرایب لاگرانژ، اگر هتوان جواب ههینه زیرمسایل )هرای هر مجموع

های موجه در هر تکرار از الگوریتم، امکان آاهش فاصله ههینگی فراهم های غیرموجه هه جواباصلی تولید نمود. همچنین ها تبدیل جواب

 شود. می
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و  [SP1]حل ههینه هدست آمده ها حل زیرمسرئله اول حل شدنی، یک روش اهتکاری ارائه شده است. اگر راههرای هه دست آوردن یک راه

حل شدنی هرای مسئله اولیه هاشد، آنگاه یک آران هالا هرای مقدار ههینه تراه  هردف مسرئله اصرلی هدسرت یک راه [SP2(𝑖)]زیرمسایل 

های زیرمسائل تجزیه شده، هررای تررمیم جرواب غیرموجره و هره منظرور حلآید. در غیر این صورت، یک روش اهتکاری مبتنی هر راهمی

x̅ارائه شرده اسرت. فررض آنیرد مقرادیر روزرسانی آران هالا در فرایند حل مسئله هه = {𝑥̅𝑖𝑗𝑡𝑡′
𝑘 b̅و   { = {𝑏̅𝑖𝑡

مقرادیر ههینره هررای  { 

و  x̅های اند، آافی است هررسی شود آه آیا جوابآزادسازی شده  18)0متغیرهای مسئله آزادسازی شده هاشد. از آنجا آه تنها محدودیت 

b̅ آنند یا خیر. هعبارتی آیا راهطه زیر هرقرار است یا خیر.محدودیت آزادسازی شده را ارضاء می 

(25  𝑏𝑖𝑡
 ≤ ∑ 𝑥𝑖𝑖𝑡′𝑡

𝑘 . 𝐵𝑖
𝑚𝑎𝑥

 

𝑘∈𝐾
       ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑡 ∈ 𝑇\{𝑡0},   𝑡′ = 𝑡 − 1 

توقف نداشته اسرت.  tو در زمان  iگیرد. در مورد اول، هیچ قطاری در ایستگاه دو حالت مختلف هرای فرآیند مسافرگیری در نظر می

∑و هعارتی داریم  𝑥𝑖𝑖𝑡′𝑡
𝑘 

𝑘∈𝐾 =  0آند آه تعداد مسافر سوارشده در این ایسرتگاه هایرد هراهرر هرا . در نتیجه این محدودیت تضمین می0

∑توقف دارد  tو در زمان  𝑖هاشد. در مورد دوم، یک قطار در ایستگاه  𝑥𝑖𝑖𝑡′𝑡
𝑘 

𝑘∈𝐾 = . در این حالت، تعداد مسافران سوارشده هه قطار 1

𝐵𝑖ست آه هاید آمتر یا مساوی تعداد مسافران منتظر فعلی و نیز حداآرر ظرفیت حمل در این فاصله زمانی، یک مقدار نامنفی ا
𝑚𝑎𝑥  .هاشد

توانرد در های توقف قطار مجاز است. ها توجه هه محدودیت سرفاصله زمانی قطارها، حداآرر یک قطرار میسوارشدن مسافر تنها در زمان

∑ف داشته هاشد آه هعبارتی داریمهر لحظه در یک دوره زمانی مشخ  در یک ایستگاه توق 𝑥𝑖𝑖𝑡′𝑡
𝑘 

𝑘∈𝐾 ≤ توان ها اسرتفاده . هناهراین، می1

𝑖در هر ایستگاه x̅از جواب  ∈ 𝐼حل شدنی ، یک مجموعه راهb̂ = {𝑏̂𝑖𝑡
𝑡0از آغراز دوره زمرانی  {  + 𝛼  ترا زمران 𝑡0 + Ρ𝛼 هدسرت

𝑏𝑖,𝑡0هاید توجه نمود آه مقادیر اولیه آورد. 

𝐴𝑖,𝑡0و    

𝑛𝑖,𝑡0هراهر ها صفر و   

نیز یک مقدار ثاهت است. هرای مرال، در اولرین هرازه زمرانی   

[𝑡0, 𝑡0 + 𝛼]، توان مقدار می∑ 𝑥̅𝑖,𝑖,𝑡0,𝑡0+𝛼
𝑘 

𝑘∈𝐾  را محاسبه آرده تا تعیین نمود آیا قطاری در ایستگاه𝑖  توقف دارد یا خیر. اگر قطاری

𝑏̂𝑖,𝑡0+𝛼م دهیدر ایستگاه توقف نداشته هاشد، قررار مری

 = 𝑏̂𝑖,𝑡0+𝛼و در غیرر ایرن صرورت،  0

 = min{𝐵𝑖
𝑚𝑎𝑥 , 𝑛𝑖,𝑡0

 + 𝐴𝑖,𝑡0+𝛼
. ایرن { 

𝐵𝑖حمل هاشد، آنگاه فق  هه تعداد تر از ظرفیت قاهلدهد آه اگر تعداد مسافران سوارشده هزرگشرای  نشان می
𝑚𝑎𝑥 توانرد در مسرافر می

𝑡0 (𝑛𝑖,𝑡0این دوره زمانی سوار قطار شود. در غیراینصورت، تعداد مسافرین منتظر در 

𝐴𝑖,𝑡0+𝛼  و نیز تعداد مسافرین جدیرد ورودی ) 
   

اشرد، داریرم توان محاسبات مشاههی انجرام داد. اگرر هریچ قطراری در حرال توقرف نبتوانند سوار قطار شوند. در دوره زمانی دوم، میمی

𝑏̂𝑖,𝑡0+2𝛼

 =  ، در غیراینصورت:0

(26  𝑏̂𝑖,𝑡0+2𝛼

 = min{𝐵𝑖
𝑚𝑎𝑥 , 𝑛𝑖,𝑡0

 + 𝐴𝑖,𝑡0+𝛼
 + 𝐴𝑖,𝑡0+2𝛼

 − 𝑏̂𝑖,𝑡0+𝛼

 } 

 شرح گام شماره گام



 ورودی، به عنوان 𝑝𝑡و نیز ماتریس نرخ ورود مسافر وابسته به زمان  b̅و  x̅دریافت مقادیر  1

 بروید. 3رفته و در غیراینصورت به گام  4کنند به گام صدق می (18)محدودیت  b̅و  x̅اگر مقادیر  2

𝑖ها به ازای تمام ایستگاه 3 = 1,2, … ,2𝑚 :عملیات زیر را انجام دهید 

𝑡به ازای تمام نقاط زمانی  3-1 = 𝑡0, 𝑡0 + 𝛼, … , 𝑡0 + Ρ𝛼 شود: شروط زیر بررسی 

3-2 

𝑡اگر  = 𝑡0  : قرار دهید𝑏̂𝑖𝑡
 = 0 

∑در غیراینصورت اگر   x̅𝑖𝑖𝑡′𝑡
𝑘 

𝑘∈𝐾 = 𝑏̂𝑖𝑡 قرار دهید : 0
 = 0 

𝑡در غیراینصورت اگر  = 𝑡0 + 𝛼  و∑  x̅𝑖𝑖𝑡′𝑡
𝑘 

𝑘∈𝐾 = 𝑏̂𝑖𝑡مقدار  1
 را بصورت زیر محاسبه کنید:  

𝑏̂𝑖𝑡
 = min{𝐵𝑖

𝑚𝑎𝑥 , 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ 𝛼. 𝑝𝑖𝑗(𝑡0 + 𝛼)2𝑚
𝑗=𝑖 }  

𝑡در غیراینصورت اگر  ≠ 𝑡0 + 𝛼  و∑  x̅𝑖𝑖𝑡′𝑡
𝑘 

𝑘∈𝐾 = 𝑏̂𝑖𝑡مقدار  1
 را بصورت زیر محاسبه کنید:  

𝑏̂𝑖𝑡
 = min{𝐵𝑖

𝑚𝑎𝑥 , 𝑛𝑖,𝑡0

 + ∑ ∑ 𝛼. 𝑝𝑖𝑗(𝑡′)2𝑚
𝑗=𝑖 − ∑ 𝑏̂𝑖𝑡′

 𝑡−𝛼
𝑡′=𝑡0

𝑡
𝑡′=𝑡0+𝛼 }  

𝑏̂𝑖𝑡مقادیر شدنی متغیر  4
 و نیز مقدار تابع هدف مدل اصلی را به عنوان خروجی بازگردانید.  

 

𝑏̂𝑖𝑡این محاسبات و تخصی  مقدار 
𝑡0تا انتهای دوره زمانی    + Ρ𝛼 حل هدست آمرده یاهد. واضح است آه راهادامه می𝑏̂  در تمرام

آند. گام های الگوریتم اهتکاری هه طور خلاصه در جردول زیرر آمرده مرهوط هه مسئله اولیه صدک می  22)و   19)،  18)های محدودیت

 است:
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هرا، تکنیرک جملره پرآرارهردترین ایرن روش هرای مختلرف در تحقیقرات وجرود دارد. ازها و تکنیکجهت تعیین ضرایب لاگرانژ روش

توانرد هره همگرایری الگروریتم هره سرمت است. از نظر تئوری ثاهت شده است آه هکارگیری این روش در تکرارهای هالا می 4زیرگرادیان

هرای روش آزادسرازی لاگرانرژ و الگروریتم مطاهق توضیحات و نمادگرذاری ارائره شرده، گام .[Goffin, 1977] جواب ههینه منجر شود

𝑢𝑖𝑡}آورده شده است. مقدار اولیه ضرایب لاگرانژ  3شکل 0زیرگرادیان پیشنهادی در 
(𝜈=0)

ضرایب شوند. هراهر ها صفر در نظر گرفته می {

 شود:ام از روی ضرایب لاگرانژ در تکرار قبلی و هصورت زیر محاسبه می𝜈لاگرانژ در تکرار 

(27  𝑢𝑖𝑡
(𝜈+1)

= max {𝑢𝑖𝑡
(𝜈)

+ 𝛽 
(𝜈) (𝑏̅𝑖𝑡

(𝜈)
− ∑ 𝑥̅𝑖𝑖𝑡′𝑡

𝑘

 

(𝜈)
. 𝐵𝑖

𝑚𝑎𝑥 
𝑘∈𝐾 ) , 0},   ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑡 ∈ 𝑇\{𝑡0}  

𝑏̅𝑖𝑡در معادله هالا منظور از 
(𝜈)  و𝑥̅𝑖𝑖𝑡′𝑡

𝑘

 

(𝜈)
 𝛽ام و مقدار 𝜈های آزادسازی شده در تکرارهای ههینه مدلمقادیر جواب 

(𝜈)  نیز اندازه گام

𝑏̅𝑖𝑡در الگوریتم زیرگرادیان است. علاوه هراین، عبارت 
(𝜈)

− ∑ 𝑥̅𝑖𝑖𝑡′𝑡
𝑘

 

(𝜈)
. 𝐵𝑖

𝑚𝑎𝑥 
𝑘∈𝐾  مقدار زیرگرادیان در تکررار𝜈( ام𝛾 

(𝜈) .اسرت  

 شود:ام از الگوریتم زیرگرادیان، هصورت زیر محاسبه می𝜈اندازه گام در تکرار

(28  𝛽 
(𝜈) = 𝜋 

(𝜈).
|𝑈𝐵 

(𝜈) − 𝐿𝐵 
(𝜈)|

∑ ∑ (𝛾 
(𝜈))2 

 𝑡∈𝑇\{𝑡0}
 
𝑖∈𝐼

 

 𝑈𝐵، منظور از  28) در راهطه
(𝜈)  و𝐿𝐵 

(𝜈) های هالا و پایین تاه  هردف هدسرت آمرده ترا تکررار ههترین آران𝜈 ام و𝜋 
(𝜈)  ضرریب

تکررار متروالی از  ℒتعریرف شرده و اگرر در  [0,2]شود. این پرارامتر در هرازه روزرسانی میمقیاس است آه در طول اجرای الگوریتم هه

 𝜋  حاصل نشود، مقدار آن هرای تکرار هعدی نصف خواهد شرد )𝑍𝐿𝐵الگوریتم ههبودی در آران پایین )
(𝜈+1) ≔

𝜋 
(𝜈)

2
 . شررط توقرف 

   است.∆  و یا رسیدن هه فاصله ههینگی مطلوب )𝑡𝑙𝑖𝑚الگوریتم حداآرر زمان اجرای الگوریتم )

 



 
 آهن شهریبندی قطارهای راههای الگوریتم ابتکاری مبتنی بر آزادسازی لاگرانژ برای حل مسئله زمان. گام3شکل 

 آزادسازی لاگرانژ نتایج الگوریتم . 5
آهن شهری تهران و حومره شود. اطلاعات نمونه مسائل واقعی از خطوط راههندی اولیه قطارها ارائه میدر این هخش، نتایج مدل زمان

 ) خ  اصلی است 5آهن شهری تهران و حومه متشکل از استخراج شده است. نقشه خطوط فعلی شبکه راه

 

 ولیه پارامترهای الگوریتممقداردهی ا
𝑢(0) = 0, 𝜋(0) = 2, 𝑣 = 1 ،  𝑍𝐿𝐵 = −∞ 

 مسائلآزادسازی لاگرانژ و زیر مسئلهحل 
 [SP1]  و[SP2(𝑖)], 𝑖 = 1,2. , … 2𝑚  

 آیا شروط توقف برقرار است؟
𝑍𝑈𝐵−𝑍𝐿𝐵

𝑍𝐿𝐵
≤ ∆  

ν: = ν + 1 

 ,𝑍𝑈𝐵توقف الگوریتم و نمایش 

𝑍 

 

𝜋 
(𝜈+1) ≔

𝜋 
(𝜈)

2
 

 خیر

 به روزرسانی اندازه گام:

𝛽 
(𝜈) = 𝜋 

(𝜈).
|𝑈𝐵 

(𝜈)−𝐿𝐵 
(𝜈)|

∑ ∑ (𝛾 
(𝜈))

2 
 𝑡∈𝑇\{𝑡0}

 
𝑖∈𝐼

   

 𝛾محاسبه مقادیر زیرگرادیان 
(𝜈) 

 به روز رسانی ضرایب لاگرانژ

𝑢𝑖𝑡
(𝜈+1)

= max {𝑢𝑖𝑡
(𝜈)

+ 𝛽 
(𝜈). 𝛾 

(𝜈), 0}   

تکرار اخیر الگوریتم  ℒآیا در 
بهبودی در کران پایین حاصل 

 شده است؟

 بله

 ( 𝑍𝐿𝐵تولید کران پایین  )و  𝐛̅و  𝐱̅بدست آوردن مقادیر 

 𝑍𝑈𝐵تولید جواب شدنی و به روزرسانی کران بالا 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
ارائه شده است. هررای هرر  5جدول آهن شهری شهر تهران در راه 5و  2، 1های واقعی در خطوط . اطلاعات مرهوط هه مرال 5شکل 

ها در اهعاد مسئله و الگوی تقاضای سفر است. نمونره آهن شهری تهران، تعدادی مسئله تدوین شده است آه تفاوت آنخ  از خطوط راه

تعداد قطارهرای شماره خ  مترو،  Pو  X ،D ،2mشوند هطوریکه در آن هه ترتیب منظور از نمایش داده می X-D-2m-Pمسائل ها نماد 

ها هر روی یک سیسرتم آرامپیوتری هرا اعزامی، تعداد آل ایستگاه ها و تعداد هازه های زمانی مجاز جهت اعزام قطارها است. آلیه آزمایش

نویسی شده هرنامه GAMS 24.1.2افزار انجام شده و الگوریتم آزادسازی لاگرانژ در نرم 4GBو حافظه  CPU 3.30 GHzمشخصات

 است.

 ها در خطررررررررررروط مختلرررررررررررف دراطلاعرررررررررررات زمررررررررررران سررررررررررریر هرررررررررررین ایسرررررررررررتگاه
 

 
 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 
 آهن شهری تهران و حومهنقشه خطوط شبکه راه . 5شکل 

 

 شهری تهران )ثانیه(  آهنهای مختلف در خطوط راهزمان سیر بین ایستگاه .6جدول 
 ایستگاه

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 
 مسیر خط

1 
2 74 63 96 94 96 79 67 65 73 52 67 70 45 64 86 62 38 44 84 55 82 90 158 122 339 173 77 137 

1 137 77 173 339 122 158 90 82 55 84 44 38 62 86 64 45 70 67 52 73 65 67 79 96 94 96 63 74 

2 
2 87 104 76 110 74 76 70 62 52 59 57 68 71 106 98 78 78 66 69 108 134 - - - - - - - 

1 134 108 69 66 78 78 98 106 71 68 57 59 52 62 70 76 74 110 76 104 87 - - - - - - - 

5 
2 280 273 322 266 458 335 317 246 137 183 - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

1 183 137 246 317 335 458 266 322 273 280 - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

 



روج مسرافر از خلاصه شده است. اطلاعات مرهوط هه تقاضای سفر و جریان حرآت مسافرین از جمله نرخ ورود مسافر و نسبت خر 

آمده است. نرخ ورود مسافر در هر مسیر مسرتقل از مسریر  7شکل و  6شکل هه ترتیب در  5و  2خطوط  های مختلفقطارها در ایستگاه

های ورودی نرخ ورود مسافر ملاحظه است. هه عنوان مرال، دادهدیگر فرض شده و پراآندگی تغییرات آن در ایستگاه مختلف از مسیر قاهل

 نمایش داده شده است. 4شکل در  1های مختلف خ  در ایستگاه

 آهن شهری تهران. اطلاعات خطوط شبکه راه5جدول 
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1 28 29 270 2230 15 30 120 

2 21 48 240 2230 15 30 150 

5 11 20 420 2500 30 60 600 

 

 
 1های مختلف خ  . تغییرات نرخ ورود در ایستگاه4شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

د 
رو

خ و
نر

(
یه

ثان
ر 

د ب
دا

تع
)

شماره ایستگاه

T1-1 Path 1 T1-1 Path 2
----مسیر رفت 

. . . . .مسیر برگشت 



 
 آهن شهری تهران و حومهنقشه خطوط شبکه راه . 5شکل 

 

 شهری تهران )ثانیه(  آهنهای مختلف در خطوط راهزمان سیر بین ایستگاه .6جدول 
 ایستگاه

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 
 مسیر خط

1 
2 74 63 96 94 96 79 67 65 73 52 67 70 45 64 86 62 38 44 84 55 82 90 158 122 339 173 77 137 

1 137 77 173 339 122 158 90 82 55 84 44 38 62 86 64 45 70 67 52 73 65 67 79 96 94 96 63 74 

2 
2 87 104 76 110 74 76 70 62 52 59 57 68 71 106 98 78 78 66 69 108 134 - - - - - - - 

1 134 108 69 66 78 78 98 106 71 68 57 59 52 62 70 76 74 110 76 104 87 - - - - - - - 

5 
2 280 273 322 266 458 335 317 246 137 183 - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

1 183 137 246 317 335 458 266 322 273 280 - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

 

 
 2های خط . نرخ ورود مسافرین به ایستگاه6شکل 

 
 5های خط . نرخ ورود مسافرین به ایستگاه7شکل 
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استفاده شده است. در الگوریتم اهتکاری مبتنی هر آزادسازی لاگرانژ،  CPLEXریزی خطی عددصحیح از هرنامه هرای حل مدل هرنامه

سراعت، و فاصرله ههینگری  12  هراهر هرا 𝑡𝑙𝑖𝑚حداآرر زمان اجرای الگوریتم ) تنظیمات مرهوط هه الگوریتم زیرگرادیان هه شرح زیر است:

ℒاست. چنانچه در  %5  ∆مطلوب ) =  𝜋  رخ ندهد، ضریب مقیاس )𝑍𝐿𝐵تکرار متوالی، تغییری در آران پایین ) 2
(𝜈) در تکرار هعدی  

مسئله حل شده است. نمونه مسائل مختلرف هرر اسراس اهعراد مسرئله و  15نصف خواهد شد. هرای ارزیاهی روش پیشنهادی، در مجموع 

ترین معیار ارزیاهی آارایی الگوریتم آزادسازی لاگرانژ، معیار دوگان است آره اخرتلاف اند. مهمالگوهای مختلف تقاضای سفر متمایز شده

آند. یک شاخ  دیگر، ارزیاهی های مسئله )آه معمولاً غیرموجه هستند  را محاسبه میهای هالا و پایین هدست آمده هرای جوابهین آران

اند. نتایج حل مسائل نمونه ها روش اهتکراری مبتنری هرر گوریتم آزادسازی هدست آمدههای شدنی )آران هالا  است آه در الآیفیت جواب

آزادسازی لاگرانژ هر اساس معیارهای آیفیرت جرواب و زمران حرل  خلاصه شده است. ارزیاهی الگوریتم 7جدول 0آزادسازی لاگرانژ در 

اند. در آلیره های انتظار مسافرین روی سکوها  هر حسرب سراعت داده شردهانجام شده است. آران هالا و پایین تاه  هدف )مجموع زمان

طور ساعت اجرا شده است. همران 12افزار هرای مدت قادر هه یافتن یک جواب شدنی هوده است، نرم CPLEXنمونه مسائلی آه هرنامه 

  توسر  روش اهتکراری مبتنری هرر آزادسرازی 5الی  1آهن شهری )مسائل راه 5دهد، آلیه نمونه مسائل مرهوط هه خ  آه نتایج نشان می

ساعت است. علاوه هر ایرن، متوسر  میرزان ههبرود آیفیرت  4.4اند. متوس  زمان محاسباتی این نمونه مسائل هراهر ها حل هودههللاگرانژ قا

است. این میزان ههبود، آارایی محاسباتی الگوریتم  %13.4هراهر ها  CPLEXهای حاصل از الگوریتم پیشنهادی در مقایسه ها هرنامه جواب

 دهد.دسازی لاگرانژ را هرای حل مسئله نشان میاهتکاری مبتنی هر آزا

 
 . نتایج روش ابتکاری مبتنی بر آزادسازی لاگرانژ7جدول 

 آزادسازی لاگرانژ CPLEXافزار نرم

 کد نمونه مسئله
 فاصله بهینگی

کران پایین 

(LB) 

کران بالا 

(UB) 

زمان حل 

 )ساعت(

فاصله 

 بهینگی
 (UBکران بالا ) (LBکران پایین )

17.20% 320.1 375.2 2.32 4.85% 325.1 340.9 5-50-22-360 

30.56% 269.6 352.0 2.97 2.59% 310.4 318.4 5-60-22-360 

48.54% 236.7 351.5 4.87 4.60% 284.1 297.2 5-70-22-360 

43.94% 226.6 326.2 5.48 4.38% 248.9 259.8 5-80-22-360 

49.48% 140.5 210.0 6.15 5.00% 165.3 173.6 5-90-22-360 

52.06% 209.1 317.9 12h 13.85% 246.1 280.2 2-160-42-360 

80.63% 152.2 274.9 12h 10.60% 238.3 263.6 2-170-42-360 

88.02% 122.9 231.1 12h 21.63% 200.0 243.2 2-180-42-360 

75.88% 149.9 263.6 12h 33.62% 178.0 237.8 2-190-42-360 

NA 106.4 NA* 12h 16.83% 169.8 198.4 2-200-42-360 

88.52% 162.9 307.2 7.05 3.44% 222.1 229.7 1-140-56-300 

90.46% 148.9 283.6 12h 14.96% 174.8 200.9 1-150-56-300 

NA 107.0 NA 12h 37.96% 130.3 179.8 1-160-56-300 

NA 103.7 NA 12h 18.86% 130.5 155.1 1-170-56-300 

NA 43.6 NA 12h 30.20% 97.1 126.4 1-180-56-300 

نیامده است ساعت بدست 12* جواب شدنی در مدت

 



نبروده  2و  1قادر هه یافتن جواب شدنی هرای هرخی از نمونه مسائل مرهوط هه خطروط  CPLEXهر اساس نتایج هدست آمده، هرنامه 

های نزدیک هه ههینه را در مدت زمان معقرولی هدسرت آه الگوریتم اهتکاری مبتنی هر آزادسازی لاگرانژ توانسته است جواباست، درحالی

اسرت. نمرودار  %14.8زادسازی لاگرانژ در آلیه نمونه مسائل، هراهرر هرا آورد. متوس  فاصله ههینگی حاصل از الگوریتم اهتکاری مبتنی هر آ

طور نمایش داده شده است. همران 8شکل  ، در 1همگرایی آران هالا و پایین در تکرارهای الگوریتم آزادسازی لاگرانژ هرای نمونه مسئله )

هرای هرالا و پرایین، هره زمران آرانشود، ها افزایش تعداد تکرارهای الگوریتم زیرگرادیان، فاصله ههینگی، از طریق ههبود همآه مشاهده می

 سمت صفر نزدیک شده است.

 

 
 (360-22-50-5الگوریتم آزادسازی لاگرانژ )در نمونه مسئله  . همگرایی کران بالا و پایین در تکرارهای8شکل 

 

 گیری و تحقیقات آتینتیجه. 6
ونقل در مقایسه ها سایر آند چراآه این نوع سیستم حملونقل عمومی شهرهای هزرگ ایفا میآهن شهری نقش آلیدی در حملامروزه، راه

توجهی از مسرافرین اسرت. ونقل و راندمان هالا در ارائه خدمات هه حجرم قاهرلونقل همگانی دارای ظرفیت حملهای متداول حملشیوه

آهن شهری زیرزمینی هصورت روزانره و ریزی حرآت قطارها در خطوط راهشهری و هه خصوص هرنامهل ریلی درونونقریزی حملهرنامه

آهن شهری امروزه ها مشکل تقاضای روزافزون شود. راهونقل و هرای پاسخ هه تغییرات تقاضای مسافرین انجام میها توجه هه ظرفیت حمل

ها، مدیریت قطار شهری هایرد هره ترلاش ونقل نیز مواجه است. هه منظور غلبه هر این چالشلهای حمسفر شهری و رقاهت ها سایر سامانه

 جهت ارائه ههترین خدمت هه مسافرین هپردازد.  ها و مناه  خودهرای استفاده هرچه ههتر از هرنامه

ارهرا طریق تنظریم جردول زمرانی قط ها ازان انتظار مسافران در ایستگاهرساندن مجموع مدت زمتحقیق حاضر هر چگونگی هه حداقل

د. هرای حل مسئله، شزمان فرموله -ریزی عددصحیح خطی مبتنی هر شبکه مکانسازی در قالب مدل هرنامهمتمرآز گردید. این مسئله ههینه

تجزیه  دش ناوگان وریک الگوریتم اهتکاری مبتنی هر روش آزادسازی لاگرانژ ارائه شد. نتایج نشان داده است آه ها آزادسازی محدودیت گ

ایر سرهندی در تک ایستگاه، اختلاف آران پایین و هالای حاصل از الگروریتم آزادسرازی لاگرانرژ آمترر از مسئله اصلی هه زیرمسایل زمان

ادسازی زالگوریتم اهتکاری مبتنی هر آ ل زیرمسایل نیز هه مراتب آمتر از سایر رویکردهای آزادسازی لاگرانژ است.ها هوده و زمان حروش

 زمان معقولی هدست آورد. های نزدیک هه ههینه را در مدتلاگرانژ توانسته است جواب

توان زمینه های مختلفی را در توسعه مدل اولیه مدنظر قرار داد. تقاضای سفر دارای ماهیت پویا و تصرادفی هه عنوان تحقیقات آتی می

شود، تغییرات تصادفی آوری خودآار اطلاعات مسافرین ثبت میهای جم سامانهاست. ها استفاده از اطلاعات تاریخی تقاضای سفر آه در 

توان استواری هرنامه اولیه حرآت قطارها را در نرخ ورود مسافرین در قالب سناریوها یا تواه  توزی  احتمال، قاهل هیان است. در نتیجه، می
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توانرد در یش داد. همچنین آراهش و یرا افرزایش سرفاصرله زمرانی میهراهر تغییرات تصادفی تقاضا و تحت محدودیت ظرفیت قطار، افزا

سازی مسئله، در شرای  واهستگی تقاضرا هره توان هه مدلتوجهی در تقاضای سفر منجر شود. در تحقیقات آینده میدرازمدت هه تغییر قاهل

 هندی اولیه پرداخت.زمان

 

 هاپی نوشت. 7
1. Timetable Synchronization Problem 

2. Branch and cut 

3. Simulated annealing 

4. sub-gradient 
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Urban Rail Scheduling to Minimize Traveler's Waiting Time with 

Lagrangian Relaxation Algorithm 
 

 

 

ABSTRACT 

Urban Railways is a safe and trustworthy rail transport system in urban areas, which optimizes the 

operation of train movements. It plays an essential role in reducing passenger costs. Increasing 

passenger waiting time reduces the level of service and thus reduces the utility of the use of the rail 

transport system. In this research, the scheduling problem of urban rail trains in double-track routes is 

addressed. The research objective is to minimize total waiting time of passengers at stations in 

conditions of demand dynamicity under capacity constraints. To this end, a new mixed-integer linear 

programming model based on the space-time network is presented. The present research contributes 

by proposing an innovative heuristic method based on Lagrangian relaxation algorithm, taking into 

account the time-dependent passenger arrival times and under the capacity constraints, fleet size, and 

rail infrastructure. Validation of the model was carried out using numerical tests based on operational 

data from underground Tehran city railways. The advantages of the proposed approach are discussed 

through the establishment of computational experiments on real data provided by the rail company 

compared to the existing solutions. Experimental results show that even in large-scale instances, the 

solution approach has a satisfactory quality and computational time, which indicates its effectiveness 

in the planning of urban railway trains. The computational results show that by maintaining the total 

number of services constant, and only by changing the train headways, a timetable can produce a 

better match with the travel demand pattern, thus reducing the waiting time for travelers. 
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